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1. Исследовать разностную схему
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(1)

на устойчивость.

Решение. Для анализа устойчивости разностной схемы воспользуемся так называемым методом гармоник [13]. Будем искать частные решения уравнения (1), имеющие вид  
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где 
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 – мнимая единица: 
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 - любое вещественное число, 
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 - число подлежащее определению. Подставляя (2) в разностное уравнение (1), получим
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 EMBED Equation.3  [image: image8.wmf])
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 Разделив обе части этого уравнения на 
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 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf]).
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Корни этого квадратного уравнения
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 - вещественные и различные.

Если для некоторого значения 
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 множитель 
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 станет по модулю больше единицы, то решения вида (2) будут неограниченно возрастать при 
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 для любых значений 
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, все решения вида (2) ограничены при любом 
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и разностное уравнение называется устойчивым.

Рассмотрим неравенство
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 Последнее неравенство для произвольных значений 
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 не выполняется ни при каких значениях 
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.

Следовательно, разностная схема неустойчива.

2.
Исследовать разностную схему на устойчивость.

                             
[image: image30.wmf]2

1

1

2

1

1

2

2

h

u

u

u

u

u

u

k

i

k

i

k

i

k

i

k

i

k

i

-

+

-

+

+

-

=

+

-

t

 



(3)

на устойчивость.

Решение. Подставляя (2) в (3) и сокращая на 
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Корни этого квадратного уравнения имеют вид  
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Предположим, что дискриминант 
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Следовательно, схема устойчива при 
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3.
 Построить разностную аппроксимацию производной 
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Решение. Разложим функции 
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Умножим первое из полученных разложений на 
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, второе на 
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, третье на 
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 и сложим почленно полученные соотношения:
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Разрешим это выражение относительно 
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Сумма слагаемых в правой части этого равенства, содержащих производные, имеет порядок 
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откуда 
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Откуда окончательно найдем
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4.  Найти все экстремали функционала
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удовлетворяющие граничным условиям 
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Решение. Имеем 
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 Уравнение Эйлера принимает вид  
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5.  Найти все экстремали функционала
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удовлетворяющие граничным условиям 
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Решение. Имеем 
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 Уравнение Эйлера –Пуассона запишется как  
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6.  Найти все экстремали функционала в задаче на условный экстремум

[image: image1.wmf]2

1

1

1

1

h

u

u

u

u

u

k

i

k

i

k

i

k

i

k

i

-

+

-

+

+

-

=

-

t



[image: image110.wmf].

0

;

0

)

0

(

,

0

)

0

(

,

12

13

)

1

(

,

0

)

0

(

2

1

2

2

1

1

1

=

+

+

¢

=

¢

=

+

=

=

-

x

y

y

y

y

e

y

y


Решение. Введем функцию Лагранжа данной задачи
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Для определения функций 
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запишем систему, состоящую из уравнений Эйлера и уравнения связи:
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Исключим из этой системы сначала функцию 
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а затем, используя уравнение связи, исключим 
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Общее решение этого уравнения
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Отсюда находим
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Для определения постоянных 
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откуда 
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Итак, экстремалями функционала являются функции:
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7.  Найти все экстремали функционала в задаче на условный экстремум
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Решение. Функция Лагранжа данной задачи имеет вид
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Удовлетворим граничным условиям задачи
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откуда 
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Для определения множителя Лагранжа 
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 используем изопериметрическое условие
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откуда находим 
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Итак, функционал может достигать экстремума при
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8. Найти приближенное решение вариационной задачи
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 Ограничиться приближениями искомой экстремали в виде 
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 Подставляя последние два выражения в функционал, получим
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Значения постоянных 
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В рассматриваемом случае это дает
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Отсюда 
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Следовательно, искомое приближенное решение имеет вид
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б) Решим задачу методом Галеркина.

Исходная вариационная задача сводится к эквивалентной краевой задаче для уравнения Эйлера
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Обозначим 
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Тогда 
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что в подробной записи имеет вид
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Решая эту систему, найдем  
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